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Re´sume´. Il est parfois ne´cessaire d’identifier certaines grandeurs ou certains parame`tres caracte´risant des
structures ou des mate´riaux. Cela passe dans tous les cas par l’exploitation de donne´es expe´rimentales, et
les mesures de champs, par la richesse des informations fournies, sont particulie`rement bien adapte´es a` ces
objectifs.
Cet article a pour objet de pre´senter certaines techniques d’inversion particulie`rement adapte´es a` l’ex-
ploitation de mesures de champs. L’identification de champs de modules e´lastiques est choisie comme
un proble`me mode`le commode pour l’exposition, mais d’autres proble`mes d’identification peuvent eˆtre
aborde´s dans le meˆme esprit. On s’efforce en particulier de montrer que l’identification par exploitation de
mesures de champs ne doit pas ne´cessairement se faire par la minimisation de crite`res de type moindres
carre´s sur les observations, car le fait de disposer de champs mesure´s permet de de´finir d’autres crite`res,
d’une part adapte´s a` ce type de donne´es et d’autre part obtenus comme conse´quences directes des principes
variationnels de l’e´lasticite´. Les crite`res conside´re´s ici sont principalement l’erreur en relation de compor-
tement et l’e´cart a` la re´ciprocite´. Divers exemples d’illustration, de nature purement nume´rique pour la
plupart, sont pre´sente´s.
Mots-cle´s : Identification / Mesures de champ / Principes variationnels / Erreur en relation de comporte-
ment / E´cart a` la re´ciprocite´
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Abstract. Sometimes parameters pertaining to constitutive materials or to the overall definition of a me-
chanical structure need to be identified in an indirect manner from experimental measurements. Field mea-
surements provide rich data and, as such, are particularly well suited to material or structural parameter
identification problems.
In this article, identification techniques specifically devised for the exploitation of field measurements
are presented. The identification of distributed elastic moduli is used as a model problem, but other identifi-
cation problems can be treated along similar lines. This article emphasizes the fact that one is by no means
limited to using output least-squares cost functions for solving such identification problems. Indeed, the
availability of field measurements allow to define other criteria, well-suited to this type of data and directly
linked to fundamental variational principles. Most of this article is devoted to two criteria of this family,
namely the error in constitutive equation and the reciprocity gap functional. Various illustrative examples,
generally of a synthetic (i.e. purely numerical) nature are provided.
Keywords : Identification / Field measurements / Variational principles / Error in constitutive equation /
Reciprocity gap
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1 Introduction
Il est parfois ne´cessaire d’identifier certaines grandeurs ou certains parame`tres caracte´risant des struc-
tures ou des mate´riaux : champs de modules ou d’endommagement, fissures et autres de´fauts, parame`tres de
comportement non line´aire... Cela passe dans tous les cas par l’exploitation de donne´es expe´rimentales. Les
mesures de champs (de´placements, de´formations, formes propres modales, tempe´rature...), par la richesse
des informations fournies, sont particulie`rement bien adapte´es a` ces objectifs.
Cet article a pour objet de donner un aperc¸u de certaines techniques d’inversion particulie`rement adapte´es
a` l’exploitation de mesures de champs. Pour des raisons de concision, nous concentrons cet article sur
l’identification de champs de modules e´lastiques, traite´e comme un proble`me mode`le, mais les de´marches
expose´es peuvent eˆtre transpose´es a` bien d’autres proble`mes d’identification. Le de´veloppement de ces
techniques est re´cent, et les applications a` des mesures expe´rimentales sont encore peu nombreuses.
Le propos de cet article est principalement de montrer que l’identification par exploitation de mesures
de champs ne doit pas ne´cessairement se faire par la minimisation de crite`res de type moindres carre´s sur les
observations (section 2). Le fait de disposer de champs mesure´s permet de de´finir d’autres crite`res, d’une
part adapte´s a` ce type de donne´es et d’autre part obtenus comme conse´quences directes des principes va-
riationnels de l’e´lasticite´. Les crite`res conside´re´s ici sont l’erreur en relation de comportement (section 3)
et l’e´cart a` la re´ciprocite´ (section 5), avec une tre`s bre`ve mention de l’exploitation du principe des puis-
sances virtuelles (section 4), entrant dans ce cadre ge´ne´ral mais a` laquelle nous n’avons pas contribue´. La
plupart des exemples pre´sente´s dans cet article sont de nature purement nume´rique, et ont pour but principal
d’illustrer les me´thodes pre´sente´es.
De´finition d’un proble`me mode`le. On conside`re donc une structure Ω, faite d’un mate´riau line´airement
e´lastique dont le champ tensoriel C⋆(x) (x ∈ Ω) des modules e´lastiques est de la forme C0 + δC, ou` C0
est connu et δC inconnu (avec l’hypothe`se δC = 0 sur la frontie`re ∂Ω). On suppose connu sur toute la
frontie`re ∂Ω le de´placement ξ re´sultant de l’application d’efforts surfaciques ϕ e´galement connus sur tout
∂Ω (selon le point de vue, le champ mesure´ est donc soit ξ soit ϕ). Ces champs sont donc les traces sur ∂Ω
d’un de´placement u⋆ inconnu, ve´rifiant :
div (C⋆ :ε(u⋆)) = 0 (dans Ω), u⋆ = ξ et [C⋆ :ε(u⋆)]·n = ϕ (sur ∂Ω) (1)
(ou` ε(·) = (∇(·) + ∇T(·))/2). Les donne´es aux limites surabondantes dans (1) ont pour vocation de
compenser le de´faut d’informatiuon sur C⋆. Ce dernier e´tant inconnu, il n’est bien entendu pas possible de
re´soudre directement (1). Il est utile pour la suite de de´finir les de´placements uD[C] et uN[C] qui ve´rifient,
pour un tenseur d’e´lasticite´C donne´, les conditions qui suivent (et qui, en particulier, peuvent eˆtre calcule´s) :
div (C :ε(uD,N)) = 0 (dans Ω), uD = ξ ; [C :ε(uN)]·n = ϕ (sur ∂Ω) (2)
2 Fonction-couˆt re´gularise´e
Une approche maintenant classique pour ce type de proble`me d’identification consiste a` de´finir une
fonction-couˆt re´gularise´e [23], souvent choisie de type « moindres carre´s » par commodite´. Par exemple,
conside´rant ϕ comme impose´ et ξ comme mesure´, on pourrait chercher C⋆ via :
C⋆ = argmin
C
J (C) avec J (C) =
1
2
∫
∂Ω
∣∣uN[C]− ξ∣∣2 dS + αR(C) (3)
ou` la fonction positive R(C) est utilise´e pour exprimer une information a priori comple´mentaire et α > 0
est un (petit) parame`tre de re´gularisation. La re´gularisation a pour but de rendre la minimisation plus stable
par rapport aux erreurs sur les donne´es ξ, la valeur de α pouvant eˆtre choisie soit par essais et erreurs, soit
par une proce´dure algorithmique [13] comme la validation croise´e. En pratique, C est bien suˆr parame´trise´
d’une manie`re quelconque.
Etat adjoint. La minimisation de J (C) est souvent accomplie au moyen d’algorithmes utilisant le gra-
dient de J . La technique la plus efficace et suˆre pour calculer ce gradient est la me´thode de l’e´tat adjoint.
Elle repose dans le cas pre´sent sur l’exploitation de
δJ = α∂CR.δC +
∫
Ω
∇uN :δC :∇u˜N dV (4)
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ou` le champ adjoint u˜N[C] de´fini par :
div (C :ε(u˜N)) = 0 (dans Ω), [C :ε(u˜N)]·n = −(uN − ξ) (sur ∂Ω) (5)
Etat adjoint et conditions de contact. Il est inte´ressant de signaler que la me´thode de l’e´tat adjoint peut
e´galement eˆtre applique´e dans le cas ou` le proble`me inverse est de´fini avec l’aide des conditions aux limites
de contact [22] :
div (C :ε(uD,N)) = 0 (dans Ω) (6)
uD ·n ≤ g + ξ(sur ΓC)
∫
ΓC
n·[C :ε(uN)]·n = φ (7)
ou` ΓC est la surface de contact potentiel et g la forme de l’indenteur rigide.
En conside´rant ξ impose´ et φ comme mesure´ :
C⋆ = argmin
C
J (C) avec J (C) =
1
2
(∫
ΓC
n·[C :ε(uD)]·n dS − φ
)2
+ αR(C) (8)
La minimisation de J (C) repose e´galement sur l’exploitation de (4) avec un champ adjoint u˜D[C] solution
du proble`me :
div (C :ε(u˜D)) = 0 (dans Ω), u˜D ·n = −
(∫
ΓC
n·[C :ε(uD)]·n dS − φ
)
(sur Γeff) (9)
ou` Γeff ⊂ ΓC repre´sente la surface effective de contact obtenue dans le proble`me direct.
Commentaires. Les techniques fonde´es sur la minimisation de fonctions-couˆt de type (3) pre´sentent
l’avantage de la flexibilite´ ; elles permettent en particulier de traiter des mesures d’origines physiques varie´es
et/ou incomple`tes. Elles sont en revanche assez « aveugles » au sens ou la de´finition du crite`re lui-meˆme
repose sur un choix arbitraire et parfois peu physique de distance. C’est pourquoi il peut eˆtre inte´ressant
de proposer d’autres crite`res a` contenu physique plus fort. La suite de cet article est ainsi consacre´e a` des
fonctions-couˆt construites a` partir des principes variationnels de la the´orie de l’e´lasticite´ : erreur en relation
de comportement et e´cart a` la re´ciprocite´.
En comple´ment de cette section, la section 3.4 pre´sente une comparaison nume´rique entre fonctions-
couˆt de type moindres carre´s et d’erreur en relation de comportement.
3 Erreur en relation de comportement
3.1 E´lasticite´ statique
Conside´rons la somme des e´nergies potentielle et comple´mentaire, pour des champs ge´ne´riques de
de´placement u et de contrainte σ :
E(u,σ,C) =
1
2
∫
Ω
ε(u) :C :ε(u) dV +
1
2
∫
Ω
σ :C−1 :σ dV −
∫
∂Ω
(u·σ ·n) dS (10)
Une conse´quence bien connue des principes variationnels de l’e´lasticite´ est que, pourC donne´ et des condi-
tions aux limites bien pose´es :
min
u∈C,σ∈S
E(u,σ,C) = 0 (11)
ou` C et S de´signent respectivement les espaces de de´placements cine´matiquement admissibles et de contraintes
statiquement admissibles avec les donne´es aux limites et des forces volumiques nulles. De plus, si σ ∈ S,
on peut reformuler E(u,σ,C) de fac¸on a` faire apparaıˆtre l’e´cart en relation de comportement :
E(u,σ,C) =
1
2
∫
Ω
(
σ −C :ε(u)
)
:C−1 :
(
σ −C :ε(u)
)
dV (12)
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ce qui met en particulier en e´vidence la positivite´ de E(u,σ,C). Cela sugge`re alors, pour le proble`me
d’identification de champs de modules e´lastiques, de de´finir l’erreur en relation de comportement E(C)
associe´e aux donne´es ξ,ϕ par :
E(C) = arg min
u∈C,σ∈S
E(u,σ,C)
C =
{
u | u = ξ sur ∂Ω
}
S =
{
σ | divσ = 0 dans Ω; σ.n = ϕ sur ∂Ω
}
(13)
ou` la de´finition des espaces de champs admissibles C et S tient compte du fait qu’on exploite des donne´es
aux limites (ξ,ϕ) surabondantes. En ge´ne´ral (c’est-a`-dire quandC n’est pas correctement connu), le couple
(ξ,ϕ) est incompatible, et E(C) > 0. Quand C = C⋆, le couple (ξ,ϕ) est compatible, et E(C⋆) = 0.
On peut alors montrer, en dualisant les conditions d’admissibilite´ (13), que la valeur de E(C) s’exprime
de trois manie`res diffe´rentes, e´quivalentes, en termes des champs uD[C] et uD[C] de´finis par (2) :
E(C) =
1
2
∫
Ω
(
ε(uD)− ε(uN)
)
:C :
(
ε(uD)− ε(uN)
)
dV (14)
=
1
2
∫
Ω
(
σ(uD)− σ(uN)
)
:C−1 :
(
σ(uD)− σ(uN)
)
dV (15)
=
1
2
∫
∂Ω
(
σ(uD).n−ϕ
)
.(ξ − uN) dS (16)
– Identification. Les parame`tres de´finissant le champ C peuvent alors eˆtre identifie´s via la minimi-
sation de l’erreur en relation de comportement E(C) [11]. Cette minimisation est particulierment
avantageuse dans la direction des champs de de´formation cine´matiquement admissibles et celle des
champs des contraintes statiquement admissibles car la fonctionnelle est une somme des e´ne´rgies
potentielle et comple´mentaire et conduit ainsi a` faire intervenir des proble`mes d’e´quilibre e´lastique
de deux types classiques (a` de´placements impose´s et a` forces impose´es).
Pour simplifier la minimisation selon la direction des modules e´lastiques, une des me´thodes propose´es
et mise en œuvre consiste a` de´composer le tenseur des modules e´lastiques dans ses vecteurs et valeurs
propres.
– Localisation spatiale. De plus, on sait [6] que, pour des donne´es ξ,ϕ parfaites et comple`tes, la
densite´ d’erreur en relation de comportement e[C](x) de´finie par
e[C](x) =
(
ε(uD)− ε(uN)
)
:C :
(
ε(uD)− ε(uN)
)
(x) (17)
tend a` prendre ses valeurs les plus e´leve´es dans les « zones mal mode´lise´es », c’est-a`-dire sur le
support du contraste inconnu δC et dans son voisinage. Cette proprie´te´ re´sulte du fait que le champ
uD[C]− uN[C] = (uD[C]− u⋆)− (uN[C]− u⋆)
est la somme de deux solutions de proble`mes d’inclusion caracte´rise´e par le contraste δC, avec
conditions aux limites homoge`nes respectivement de type Dirichlet ou Neumann ; ils peuvent donc
eˆtre repre´sente´s en termes de de´rive´es secondes de fonctions de Green, ce qui permet de montrer la
de´croissance vers ze´ro de leur densite´ d’e´nergie de de´formation au-dela` du support de δC [3, 11].
Cette proprie´te´ est donc particulie`rement utile dans le cas ou les zones mal mode´lise´es sont de faible
e´tendue devant la taille de Ω (de´fauts).
La me´thode de minimisation de l’erreur en relation de comportement a un lien e´troit avec les approches par
fonctionnelles de Kohn-Vogelius [17] et les moindres carre´s pe´nalise´s par dualite´ [9] (ce dernier cas revient
a` conside´rer des fonctionnelles du type (20) dans lesquelles on fait le passage a` la limite γ → +∞).
A titre d’illustration, la figure 1 pre´sente un exemple nume´rique de carte de densite´ d’erreur en relation
de comportement, pour un solide de forme carre´e contenant une inhomoge´ne´ite´ e´lastique δC telle que
|δC| = |C0|, sous l’hypothe`se des de´formations planes. La mesure simule´e correspond a` un couple force-
de´placement (on a calcule´ la re´ponse en de´placement ξ du solide avec inclusion pour une distribution de
force impose´e ϕ). On constate que, en-dehors d’effets de bord, le maximum de cette densite´ correspond
bien a` la re´gion de l’inhomoge´ne´ite´ e´lastique δC.
3.2 Extension aux plaques
On conside`re la flexion, sous l’hypothe`se de Love-Kirchhoff, d’une plaque Ω constitue´e d’un mate´riau
e´lastique. Les rigidite´s de flexion inconnues sont note´esC⋆. On suppose connus sur la frontie`re la de´flexion
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φ, sa de´rive´e normaleψ, une distribution line´ique des moments de torsionΦ et une des forcesΨ. Ces champs
sont les traces sur la frontie`re d’une de´flexion inconnue u⋆, c’est-a`-dire ve´rifient :
u⋆ = φ
∇u⋆ ·n = ψ
n·[C⋆ :∇∇u⋆]·n = Φ
∂
∂t
(n·[C⋆ :∇∇u⋆]·t) + (div[C⋆ :∇∇u⋆])·n = Ψ
(sur ∂Ω)
le champ u⋆ ve´rifiant par ailleurs l’e´quation d’e´quilibre :
div div
(
C⋆ :∇∇u⋆
)
= 0
Un raisonnement similaire a` celui de l’e´lasticite´ volumique permet de de´finir un e´cart en loi de comporte-
ment, utilisant la somme des e´nergies potientielle et comple´mentaire pour des champs de de´flexion u et de
momentsM :
E(u,M ,C) =
1
2
∫
Ω
(
M −C :∇∇u
)
:C−1 :
(
M −C :∇∇u
)
dV (18)
et de l’erreur en re´lation de comportement E(C) associe´ aux donne´es au limites φ, ψ,Φ,Ψ par :
E(C) = arg min
u∈C,σ∈S
E(u,M ,C) (19)
C =
{
u | u = φ ∇u·n = ψ sur ∂Ω
}
S =
{
σ | div divM = 0 dans Ω; n·M ·n = Φ (n·M ·t) + (divM)·n = Ψ sur ∂Ω
}
Les parame`tres identifaintM peuvent eˆtre alors identifie´es via la minimisation de l’erreur en loi de com-
portement [12].
3.3 Extension aux vibrations libres
Le concept d’erreur en relation de comportement a e´te´ largement de´veloppe´ dans le domaine du recalage
de mode´lisations a` partir d’essais dynamiques [21, 20, 18], et en particulier la faculte´ de localisation spatiale
a fait l’objet d’e´tudes the´oriques [3, 4] et nume´riques.
Plac¸ons-nous donc dans le cas de vibrations libres du solide e´lastique. Outre le tenseur des modules
e´lastiques, une autre caracte´ristique du mate´riau est sa distribution de masse volumique ρ⋆(x) = ρ0 +
δρ (avec δρ = 0 sur ∂Ω), et on cherche a` reconstruire δC et δρ de fac¸on a` reproduire des mesures de
type vibratoire. Notons ainsi par ω˜ et u˜ les valeurs mesure´es d’une fre´quence propre ω et du champ de
de´placement modal u associe´ a` cette fre´quence.
Les distributions ρ⋆,C⋆ sont cherche´es de fac¸on a` minimiser le crite`re d’erreur J :
J =
{ ∑
ω˜ mesure´
γ
2
∫
D
a(u− u˜,u− u˜) dV + ηω˜(C, ρ)
}
(20)
ou` a(u − u˜,u − u˜) est une forme biline´aire de type densite´ d’e´nergie, D ⊆ Ω est la partie du solide sur
laquelle les de´placements modaux sont mesure´s, γ est un coefficient de ponde´ration ; la sommation porte
sur l’ensemble des modes mesure´s (ω˜, u˜). La notation ηω˜(C, ρ) de´signe l’erreur globale en relation de
comportement, ici de´finie par :
ηω˜(C, ρ) = min
u,σ,Γ
α
2
∫
Ω
(σ −C :ε(u)) :C−1 : (σ −C :ε(u)) dV
+
1− α
2
∫
Ω
1
ρω˜2
∣∣Γ+ ρω˜2u∣∣2 dV (21)
sous la contrainte
∫
Ω
(σ :ε(w) + Γ.w) dV = 0 (∀w ∈ V) (22)
ou` σ et Γ sont des contraintes et des acce´le´rations, respectivement. Le minimum dans (21) est cherche´
pour les champs admissibles, c’est-a`-dire respectant les conditions aux limites et ve´rifiant l’e´quilibre dyna-
mique (22). Le coefficient 0 ≤ α ≤ 1 permet de ponde´rer a` volonte´ les contributions des erreurs en relations
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de comportement e´lastique (α = 1) et dynamique (α = 0). On peut montrer [19, 10] que l’erreur globale
en relation de comportement s’annule si et seulement si les distributions de modules e´lastiques et de masse
volumique sont exactes (c.a`.d. C = C⋆ et ρ = ρ⋆).
On peut alors montrer par le calcul des variations [4] que les champs σ et Γ re´alisant le minimum
dans (21) sont de la forme :
σ =Cε(u−
1
α
w) (23)
Γ =− ρω˜2
[
u+
1
(1− α)
w
]
(24)
ou` w est un champ de de´placement adjoint. Les champs (u,w) sont solution du proble`me couple´ :


α
∫
Ω
ε(w)Cε(δu) dV −
∫
Ω
ρω˜2wδu dV + γ
∫
D
a(u− u˜, δu) dV = 0 (∀δu ∈ V)
∫
Ω
[
ε(u−
1
α
w)Cε(δw)− ρω˜2
(
u+
1
(1− α)
w
)
δw
]
dV = 0 (∀δw ∈ V)
(25)
L’expe´rimentation nume´rique a amplement montre´ que les distributions ε(w)Cε(w) et ρ |w|
2
de densite´s
d’erreur en relation de comportement tendent ici encore a` prendre leurs valeurs maximales dans les « zones
mal mode´lise´es », et fournissent donc une bonne estimation du support ge´ome´trique des corrections δρ, δC,
particulie`rement dans le cas ou les zones mal mode´lise´es sont de faible e´tendue devant la taille de Ω.
Ce constat peut, ici encore, eˆtre justifie´ (au moins partiellement). Conside´rant pour simplifier la seule
erreur en relation de comportement e´lastique (α = 1 et Γ = −ρω˜2) et supposons (cas ide´alise´) que la
mesure du champ de de´placement modal u˜ est exacte et comple`te (D = Ω). Alors, dans la situation limite
γ →∞, le syste`me (25) se re´duit a` :
u = u˜
∫
Ω
ε(w)Cε(δw) dV = −
∫
Ω
[
ε(u˜)∆Cε(δw)−∆ρω˜2u˜.δw
]
dV (∀δw ∈ V) (26)
ou` on a utilise´ le fait que u = u˜ est le mode propre pour la pulsation propre ω˜ et les distributions C⋆
et ρ⋆. Le champ w est ainsi solution d’un proble`me d’e´quilibre. Si les corrections sont localise´es dans un
sous-domaine Ω¯ of Ω, w(x) est donne´ par :
w(x) =
∫
D
[
ε(u˜)(y) : ∆C : E(x,y)−∆ρω˜2u˜(y).G(x,y)
]
dVy (27)
ou`G(x,y) est le tenseur de Green pour les constantes e´lastiquesC et des conditions aux limites homoge`nes
bien choisies sur ∂Ω. Ce re´sultat montre que la densite´ d’erreur en relation de comportement e[C](x) =
ε(w)Cε(w) calcule´e en x 6∈ Ω¯ de´croıˆt comme r−6 (de´faut de raideur, c.a`.d. δC 6= 0) ou comme r−4
(de´faut de masse, c.a`.d. δρ 6= 0), ou` r de´signe une distance caracte´ristique entre x et Ω¯ (ceci provient
du fait que, pour des solides tridimensionnels, G(x,y) ∼ |y − x|
−1
). Cette analyse corrobore le fait,
habituellement constate´ lors des expe´rimentations nume´riques, que la localisation spatiale fournie par la
carte de densite´ e[C] est meilleure pour les de´fauts de raideur.
Exemples. Deux exemples sont maintenant pre´sente´s, aux fins d’illustration de la capacite´ de e[C](x) a`
localiser a priori le support d’un de´faut.
Le premier exemple, re´alise´ dans le cadre d’un enseignement a` l’Ecole Polytechnique (TP de mode´lisation
nume´rique), est entie`rement synthe´tique. La structure mode´lise´e est une tour d’ae´ro-re´frige´rant, dans la-
quelle une fissure a e´te´ simule´e. Un mode propre u˜ de la tour fissure´e a e´te´ calcule´ nume´riquement, et la
distribution d’erreur en relation de comportement a e´te´ calcule´e nume´riquement, en se plac¸ant dans le cas
ou` le champ u˜ est entie`rement connu. La figure 2 montre le maillage et (a` travers la distribution de module
d’Young) le de´faut simule´. La figure 3 pre´sente la carte d’erreur en relation de comportement (en bas). On
y voit que, dans ce cas tre`s favorable d’un mode propre connu entie`rement et parfaitement (a` l’approxima-
tion e´le´ments finis pre`s), la carte d’erreur en relation de comportement permet une localisation spatiale tre`s
pre´cise du de´faut. Ceci met en lumie`re l’avantage de disposer d’une mesure de champ de de´forme´e modale.
Le deuxie`me exemple porte sur un montage expe´rimental (Electricite´ de France, Direction des Etudes
et Recherches) consistant en une coque cylindrique de re´volution (figure 4) avec E = 1, 97 1011N/m
2
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(module d’Young), ν = 0, 3 (coefficient de Poisson), ρ = 8000 kg/m
3
(masse volumique) encastre´e sur
une plaque plane circulaire reposant sur un support rigide via trois appuis e´lastiques (situe´s en r = 0.3m,
θ = 0, 2pi/3, 4pi/3, de raideur estime´e a` k = 107N/m selon les trois axes de coordonne´es). La composante
normale du de´placement modal est mesure´e en 48 capteurs (4 range´es de 12 capteurs situe´s a` intervalles
re´guliers sur les sections circulaires a` 22,5cm, 45cm, 67,5cm et 90cm au-dessus de la plaque circulaire).
Deux « de´fauts » de se´ve´rite´ croissante ont e´te´ cre´e´s par deux phases d’enle`vement de matie`re (trous rec-
tangulaires). Les fre´quences et modes propres ont e´te´ mesure´s pour la coque avec les deux cas de de´fauts.
Un mode`le e´le´ments finis de la structure a e´te´ pre´pare´, a` l’aide de l’environnement CASTEM 2000 ; la
partie cylindrique comprend quatre couronnes de 24 e´le´ments de coque a` huit nœuds (3 de´placements and
3 rotations inconnus par noeud), pour un total de 3822 degre´s de liberte´. Les emplacements des capteurs
coincident avec des nœuds du maillage.
La figure 5 repre´sente les valeurs de l’erreur en relation de comportement sur chaque e´le´ment (densite´
e[C](x) inte´gre´e sur l’e´le´ment), normalise´e de sorte que le maximum soit l’unite´, obtenue pour les « petit »
et « grand » de´faut (respectivement situe´s sur les e´le´ments 61-62 et 61-62-63-64) a` partir de donne´es mo-
dales expe´rimentales pour 13 fre´quences propres, soit 13 × 48 de´placements. Les valeurs les plus e´leve´es
de l’erreur en relation de comportement re´partie correspondent bien aux de´fauts et leur voisinage (au sens
du maillage e´le´ments finis).
3.4 Comparaison entre moindres carre´s et erreur en relation de comportement
Aux fins de comparer sur un exemple les fonctionnelles (3) de moindres carre´s sur les de´placements
et (13) d’erreur en relation de comportement, on conside`re un solide e´lastique isotrope occupant le carre´
unite´ (hypothe`se des de´formations planes), discre´tise´ au moyen d’un maillage re´gulier de 20×20 e´le´ments a`
quatre noeuds. Un « de´faut», sous la forme d’une inhomoge´ne´ite´ de module d’Young de forme rectangulaire
(carre´ de coˆte´ 0,25 m, centre´e en (xd = O, 375m, yd = O, 5m), voir figure 6) est utilise´ pour simuler des
couples de « mesures » force-de´placement (ϕk, ξk), 1 ≤ k ≤ N sur la frontie`re. Chacun de ces couples
est obtenu par application d’une distribution de forces impose´es ϕk (profil parabolique de pression sur une
largeur de 10 e´le´ments, centre´ en l’un des noeuds inte´rieurs de la frontie`re du carre´ et tronque´ quand il
de´borde du coˆte´ du carre´), soit ici N = 76 distributions de forces line´airement inde´pendantes au total ; la
re´ponse ξk en de´placement du solide avec « de´faut » est alors calcule´e pour chaque ϕk. Chaque couple
(ϕk, ξk) peut eˆtre conside´re´ comme de´finissant une « expe´rience », la mesure de champ e´tant ξk.
On calcule alors les fonctionnelles (3), avec R(C) = 0, et (13) pour des « de´fauts d’essai » correspon-
dant a` des inhomoge´ne´ite´s de meˆme forme, taille et contraste de modules que le « de´faut » servant a` simuler
les donne´es, mais centre´es en (xe = 0, 125+0, 0625i, ye = 0, 125+0, 0625j). Les « de´fauts d’essai » sont
donc parame´tre´s par i et j, et on a ainsi ge´ne´re´ des champs de modules e´lastiques C[i, j](x). Pour chaque
C[i, j], on peut de´finir a` travers (2) les champs de de´placement uDk [i, j] (re´ponses pour le de´placement
impose´ ξk) et u
N
k [i, j] (re´ponses pour la force impose´e ϕk). On conside`re ainsi fonctionnelles (3) et (13)
comme fonctions de i, j, soit :
J(i, j) = J (C[i, j])
=
∑
k∈(expe´riences)
1
2
∫
∂Ω
∣∣ξk − uNk [i, j]∣∣2 dS (28)
et
E(i, j) = E(C[i, j])
=
∑
k∈(expe´riences)
1
2
∫
Ω
(
ε(uDk [i, j])− ε(u
N
k [i, j])
)
:C :
(
ε(uDk [i, j])− ε(u
N
k [i, j])
)
dV (29)
Les fonctionnelles J(i, j) et E(i, j) sont repre´sente´es graphiquement sur la figure 7 (sommation sur les
76 « expe´riences ») et la figure 8 (sommation sur deux « expe´riences » de´finies par k = 9 et k = 10). La
fonctionnelle J(i, j) est visuellement un peu plus « plate » que E(i, j) sur la figure 7 (cas favorable ou` on
cumule un grand nombre de mesures de champs), et cette diffe´rence s’accentue quand on re´duit le nombre
d’expe´riences utilise´es, comme le montre la figure 8, sur laquelle on voit que la fonctionnelle d’erreur en
relation de comportement E(i, j) a un minimum beaucoup plus clairement de´fini que la fonctionnelle aux
moindres carre´s J(i, j).
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4 Me´thode des champs virtuels
Pour un e´tat d’e´quilibre sous chargement impose´ ϕ sur ∂Ω, le principe des puissances virtuelles (PPV)
impose : ∫
Ω
σ :ε(u˜) dV =
∫
∂Ω
ϕ.u˜ dS (∀u˜ ∈ V) (30)
ou` le champ virtuel u˜ n’est assujetti qu’a` des conditions de re´gularite´. Pour σ = σ⋆ = C⋆ : ε(u⋆), le
PPV peut alors eˆtre exploite´ si le champ de de´formation ε(u⋆) est mesure´ sur tout Ω, ce qui est re´alisable
par exemple pour des plaques : chaque choix de champ virtuel u˜ permet alors de former une e´quation
scalaire inde´pendante, et il est possible de choisir les champs u˜ de fac¸on judicieuse par rapport au proble`me
pose´ [14].
5 Me´thode de l’e´cart a` la re´ciprocite´
5.1 Principe
Dans le cas, plus vraisemblable pour des solides massifs, ou` les donne´es portent sur des couples (ξ,ϕ)
a` la frontie`re, on peut alors construire a` partir du PPV une fonction d’e´cart a` la re´ciprocite´. En effet, si u˜
est a` l’e´quilibre e´lastique sous le chargement ϕ˜ (chaque choix de ϕ˜ de´finissant un tel champ virtuel u˜), (30)
entraıˆne les deux identite´s∫
Ω
ε(u⋆) :C⋆ :ε(u˜) dV =
∫
∂Ω
ϕ.u˜ dS et
∫
Ω
ε(u˜) :C :ε(u⋆) dV =
∫
∂Ω
ϕ˜.ξ dS
d’ou` on tire : ∫
Ω
ε(u⋆) : [C⋆ −C] :ε(u˜) dV =
∫
∂Ω
(ϕ.u˜− ϕ˜.ξ) dS ≡ R(C, u˜) (31)
Cette relation peut aussi eˆtre obtenue comme conse´quence du the´ore`me de re´ciprocite´ de Maxwell-Betti.
Pour tout champ virtuel (e´galement souvent qualifie´ d’« adjoint») u˜ de´fini par ϕ˜, l’e´cart a` la re´ciprocite´
R(C, u˜) est ainsi explicitement connu en fonction des donne´es (ξ,ϕ). On doit avoir
R(C⋆, u˜) = 0 (32)
L’e´quation (31) fournit ainsi, pour chaque choix de ϕ˜, une e´quation scalaire inde´pendante pour la de´termination
des parame`tres de´finissant C⋆. En particulier, des e´tudes the´oriques [15, 5] sur l’identifiabilite´ de C⋆ ex-
ploitent (31) sous forme line´arise´e (i.e. en posant u⋆ = uN[C]+o(|δC|)) et avec des champs u˜ judicieuse-
ment choisis selon un proce´de´ initialement propose´ par Calderon [8], de fac¸on a` faire apparaıˆtre au second
membre de (31) la transforme´e de Fourier spatiale de δC. Ces concepts ont e´te´ e´tendus a` l’identifiabilite´ des
rigidite´s e´lastiques dans le cadre des plaques de Love-Kirchhoff ; par exemple il est montre´ dans [16] que
ces rigidite´s peuvent eˆtre identifie´es de fac¸on unique a` partir de la connaissance de l’application Dirichlet-
Neumann.
5.2 Identification de fissures
Supposons maintenant que le champs inconnus des modules e´lastiques C⋆ correspondent en effet a un
champ de modules e´lastiques connus C et a` une fissure inconnue Γ dans le corps Ω. Sous les hypothe`ses
d’une fissure de surface libre de contraintes et d’un chargement exte´rieur ξ,ϕ ouvrant la fissure on peut
reconside´rer l’e´cart a` la re´ciprocite´ de´fini auparavant et on obtient en tenant compte de la nouvelle frontie`re :
Γ : ∫
Γ
[[u⋆]]·σ˜ ·n dS =
∫
∂Ω
(ϕ·u˜− ϕ˜·ξ) dS ≡ R(Γ, u˜) (33)
Dans le cas d’une fissure plane un certain nombre de travaux [1, 2] ont demontre´ qu’il est possible de choisir
des familles de champs adjoints u˜ permettant d’identifier la normale du plan de la fissure, la position de
ce plan et enfin l’e´tendue de cette fissure dans le plan. Un re´sultat similaire a e´te´ obtenu re´cemment dans
le cas e´lastodynamique [7]. A` titre d’illustration de cette dernie`re approche, nous conside´rons une fissure
droite (ligne incline´e sur la figure 9) a` l’inte´rieur d’un solide e´lastique de forme rectangulaire (hypothe`se des
de´formations planes). Une « expe´rience » nume´rique est re´alise´e en imposant une histoire de distribution de
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forcesϕ(x, t) a` la frontie`re et calculant la re´ponse dynamique en de´placement ξ(x, t) du solide fissure´. Une
fonctionnelle d’e´cart a` la re´ciprocite´ R(Γ, u˜) du type (33) est alors construite et calcule´e pour des champs
adjoints u˜ correspondant a` des ondes planes progressives, pour toutes les positions du front d’onde le long
de chaque direction de propagation adjointe. On note le front d’onde adjointe au-dela` duquel R(Γ, u˜) cesse
d’eˆtre nul (lignes droites colore´es sur la figure 9). La the´orie [7] pre´voit que la fissure doit eˆtre situe´e a`
l’inte´rieur de la re´gion enferme´e par l’enveloppe de tous ces fronts d’ondes adjointes, ce qui est assez bien
retrouve´ sur le re´sultat de simulation repre´sente´e par la figure 9. Cette approche n’a pas encore e´te´ applique´e
a` des donne´es expe´rimentales re´elles.
6 Conclusion
Cet aperc¸u montre que l’exploitation de mesures de champs peut eˆtre faite au moyen de techniques direc-
tement issues des principes fondamentaux de la me´canique des solides de´formables. On construit ainsi des
crite`res a` signification physique plus forte que les techniques de moindres carre´s re´gularise´s. Des proprie´te´s
inte´ressantes sont mises en lumie`re : localisation spatiale de de´fauts, formulation autorisant des choix ad
hoc de champs adjoints adapte´s au proble`me pratique conside´re´. Ces ide´es correspondent a` certaines tech-
niques propose´es par ailleurs par des mathe´maticiens et selon un cheminement intellectuel diffe´rent. Les
applications a` l’exploitation de mesures de champ re´elles restent pour la plupart a` faire. Ces me´thodes nous
paraissent avoir un potentiel d’application important, et nous espe´rons que cet article aura pu contribuer
a` clarifier les ide´es sous-jacentes et susciter ainsi des de´veloppements et applications dans de nouvelles
directions.
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FIG. 1 – Exemple synthe´tique de calcul de densite´ d’erreur en relation de comportement (ERC) : inho-
moge´ne´ite´ e´lastique δC utilise´e pour de´finir les donne´es simule´es (haut) et carte de densite´ d’ERC (bas)
pour une mesure´ simule´e (ξ,ϕ).
Synthetic example of computed distribution of error in constitutive equation (ECE) : elastic inhomogeneity
used to define the simulated data (top) and distribution of ECE for one boundary ‘measurement’ (ξ,ϕ).
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FIG. 2 – Erreur en relation de comportement et vibrations libres (exemple synthe´tique) : maillage et carte
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Error in constitutive equation and free vibrations (synthetic example) : FE mesh and distribution of Young
modulus showing the simulated defect.
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FIG. 3 – Erreur en relation de comportement (ERC) et vibrations libres (exemple synthe´tique) : carte d’ERC
calcule´e a` partir d’un mode propre entie`rement connu.
Error in constitutive equation (ECE) and free vibrations (synthetic example) : FE mesh and distributed
ECE computed from one perfectly known modal displacement.
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FIG. 4 – Erreur en relation de comportement et vibrations libres (exemple avec donne´es re´elles) : description
de la structure test (haut) et mode`le e´le´ments finis (bas).
Error in constitutive equation and free vibrations (real-data example) : description of the test structure (top)
and FE mesh (bottom).
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FIG. 5 – Distributions d’erreur en relation de comportement (normalise´es de sorte que max=1) pour le
« petit » de´faut (e´le´ments 61-62, haut) et le « grand » de´faut (e´le´ments 61-62-63-64, bas), calcule´es pour
13 modes propres expe´rimentaux mesure´s (48 mesures de de´placement normal par mode). Les nume´ros
d’e´le´ments sont donne´s par 24(J − 1)+ I (1 ≤ I ≤ 24, 1 ≤ J ≤ 4), avec I et J de´finis sur les graphiques.
Error in constitutive equation distributions (normalized to max=1) for the ’small’ (elements 61-62, top)
and ’large’ (elements 61-62-63-64, bottom) defects, using real data for 13 measured modal displacements
(48 measured values of normal displacement per mode). The element numbers are given by 24(J − 1) + I
(1 ≤ I ≤ 24, 1 ≤ J ≤ 4), with I and J as defined on the graphs.
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FIG. 6 – Comparaison entre moindres carre´s et erreur en relation de comportement : ge´ome´trie et maillage,
de´faut servant a` de´finir les mesures simule´es (haut) et de´faut « d’essai » (bas).
Comparison between output least-squares functional and error in constitutive equation functional : geome-
try and mesh, defect used to define the simulated data (top) and ‘trial’ defect (bottom).
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FIG. 7 – Comparaison entre fonctionnelles de moindres carre´s J (C) et d’erreur en relation de comporte-
ment E(C) : fonctionnelles J(i, j) (haut) et E(i, j) (bas) de´finies pour les « expe´riences » 1 a` 76.
Comparison between output least-squares functional J (C) and error in constitutive equation functional
E(C) : functionals J(i, j) (top) and E(i, j) (bottom) defined for the ‘experiments’ 1 to 76.
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FIG. 8 – Comparaison entre fonctionnelles de moindres carre´s J (C) et d’erreur en relation de comporte-
ment E(C) : fonctionnelles J(i, j) (haut) et E(i, j) (bas) de´finies pour les « expe´riences » 9 et 10.
Comparison between output least-squares functional J (C) and error in constitutive equation functional
E(C) : functionals J(i, j) (top) and E(i, j) (bottom) defined for the ‘experiments’ 9 and 10.
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FIG. 9 – Identification d’une re´gion convexe a` l’inte´rieur de laquelle une fissure inconnue doit se trouver,
au moyen d’une fonctionnelle d’e´cart a` la re´ciprocite´ et de champs adjoints du type onde plane progressive.
Identification, using the reciprocity gap functional with progressive plane-wave adjoint fields, of a convex
region inside of which an unknown crack must lie.
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